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1 Wstep

Niniejsza praca zawiera rozwiazania (i niekiedy, a nawet dosé¢ czesto, takze ich
rozszerzenia jesli ich dodanie wydalo si¢ pouczajace) dla wszystkich wymagajacych uzy-
cia kodu probleméw z éwiczen z tresci rozdzialéw (rozdziaty 1-6; problemy z dodatkéw
pominieto) i zadan znajdujacych sie na ich koicu w Czesci I (Zagadnienia determini-
styczne) 1 jak do tej pory jedynej (?7) $wietnej ksiazki Klimy (2005)[I]. Stanowi wiec dla
niej pewnego rodzaju solutions manual z kodami w jezyku Matlab/ Octaveﬂ

Zbiér ten powstal gléwnie z myéla o samoukach, jako ztozenie koddéw pisanych
przeze mnie w procesie lektury ksiazki Klimy. Potencjalnie skrywa liczne bledy w swej
tredci i formie, a przynajmniej zawarte w nim rozwigzania mozna przypuszczalnie pod
wieloma wzgledami poprawié, dlatego bylbym wdzieczny za przestanie wszelkich uwag,
ktére sie do nich odnosza i informacji o mozliwych bledach.

W tresci tego zbioru znajduja sie kody, ktére wykorzystuja napisane przez Klime
funkcje, a te czytelnik moze juz sam odnalezé w jego pracy, dlatego nie zostaty tu
umieszczone (chyba ze w zmienionej formie, jesli ich modyfikacja okazala sie niezbedna).
Nie jest wigc ta praca samowystarczalng. Cho¢ nie ma na kartach tego zbioru takze
przepisanych polecen czy danych rozpatrywanych problemoéw, to zawarte zostaly jednak
algebraiczne sformulowania i cze$ciowe analityczne rozwigzania tych ¢éwiczen i zadan,
ktére akurat tego wymagaly (a przynajmniej wydawalo sie to wskazane), by w ogéle

zdefiniowaé problem do zakodowania.

Do przegladania i manipulacji kodami uzyteczne sa tez (darmowe) edytory, takie jak np.Notepad++

4


http://notepad-plus-plus.org/

2 Rozdzial Pierwszy. Najprostszy problem programowa-

nia dynamicznego. Rekursja

2.1 Cwiczenie 1.6

Plik? c16.m

b
% Rozwiagzanie Cwiczenia 1.6 z ksigzki Klimy (2005).

% Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA

YA

% kod nalezy dolaczy¢ do tego juz napisane przez Klime w problemie 1.5.3

T=15;

x=(1:1:T+1);
y=zeros(1,T+1);

z=sim1 (101, trans, c)-1;

for i=1:T
y(1,1)=z(1,1)-z(1,i+1);

end

y(1,16)=0; % wynika z deklaracji y

plot(x,y,"xk")
title([’Wydobycie rudy’])
xlabel(’czas [latal’)

ylabel(’zaséb [tony]’)

2Przy kopiowaniu kodéw nalezy byé czujnym na to, ze apostrofy moga zmieniaé swa forme, a tym
samym stawac sie nieczytelne dla Matlaba/Octave’a.



axis(’tight’)

%albo alternatywnie: doda¢ do petli dla zmiennej ’t’ w siml.m:
yA

%y (t)=control(x(t),t);

yA

%a na koficu:

b

%y(1,16)=0;

%Axx=(1:time+1)

hplot (Axx,y)

Koniec pliku c16.m

Wykonanie programu powinno zwrdcié¢ nastepujacy wykres:

Wydobycie rudy
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2.2 Cwiczenie 1.7

Na przyktad:

term = [ones(1,11)*(-inf), 0]’;
albo
term = [ones(11,1)*(-inf); 0];

2.3 Zadanie 1.1

1.

Funkcja celu ma postaé:

max{U(C)},

gdzie C' to dwudziestoelementowy wektor konsumpcji zboza w czasie (horyzont czasowy

wynosi 20 lat), a U to addytywna miedzyokresowa funkcja uzytecznosci:
T
U= Z 5tu(ct)7
=0

przy czym T =19, 0 = 0.1, a 8 = (1+6) L. Zaé wewnatrzokresowa funkcja uzytecznosci
dana jest wzorem:

U(Ct) = lnct. (1)

Roéwnanie ewolucji zasobu (wzglednie: funkcje przejécia czy réwnanie ruchu: s;11 =
g(st,ct)) mozna zapisac:

St+1 = min{40, 244}, (2)

gdzie s; to zboze do dyspozycji (sp = 10), a
it = St — C¢ (3)

to zasiane zboze. Poza tym c;, s¢,1; > 0 wyrazone sa w tonach.



Do réwnania Bellmana:

Vi(se) = max{u(er) + Vit (se41(se )}

mozna podstawié [1]i[2| uprzednio do [2] podstawiajac

Plik zi1.m

h

% Rozwigzanie zadania 1.1 z

ksigzki Klimy (2005).

yA Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA

YA

close all
clear all

clc

% ______________________________

% 1. Deklaracja danych problemu

% ______________________________

d =0.2; yA

%zmodyfikowano oryginalne dane

dprim = 0.01; YA
r =d/(1-d); yA
beta = (1+r)~-1; yA
betaprim = 1-dprim; %
sstart = 10; yA
smax = 40; yA
smin = O; %
H = 20; h

stopa dyskontowa;

(d=0,1) dla jaskrawosci przyktadu
alternatywna stopa dyskontowa

stopa procentowa ze wzoru NPV=NPVx*(1+r)*(1-d)
czynnik dyskontujacy (= 1-d)

czynnik dyskontujacy dla d = 0,01

zasbb poczatkowy

zas6b maksymalny

zas6b minimalny

horyzont czasowy problemu;



%zmieniony, by na wykresach wyraZniejszg stala sie réznica Sciezek
%czasowych dla réznych wariantdéw preferencji czasowych

term = zeros(smax+1,1); % wektor wyplat koicowych (wartosci koicowej)
trans = zeros(smax+l,smax+1);% macierz przejscia

rew = zeros(smax+l,smax+1); % macierz wyptat

for i = 1:smax+l 7 petla stanu

for j = 1l:smax+1 % petla polityki

trans(i,j) = min(smax+1,max(smin+1,2*(i-j)+1));

if (1 >= j)

% dziata jesli 1n(0)=-inf; jesli 1n(0) nie istnieje, to wtedy "if (i>j)"

rew(i,j) = log(j-1);

else

rew(i,j) -inf; % metoda kar, by wyeliminowaé niedopuszczalne sterowania
end

end

end



% __________________________________________________________________________
% 3. Wykorzystanie funkcji dprecurl.m i siml.m do rozwigzania problemu

% polityki optymalnego wykorzystania zasobu i symulacji jego Sciezki

% ewolucji w czasie dla dwéch réznych stdép dyskontowych.

% __________________________________________________________________________

[C, V] = dprecurl(H, beta, rew, trans, term);

s = siml(sstart+1, tramns, C)-1;

[Cprim, Vprim] = dprecurl(H, betaprim, rew, trans, term);

sprim = siml(sstart+l, trans, Cprim)-1;

axX = 1:H+1;

zeros(1,H+1);

O
I

N
I

zeros(1,H+1);

cprim = zeros(1,H+1);

zprim = zeros(1,H+1);

for h

1:H % c(1,h+1)=0 wynika z deklaracji c
c(1,h) = C(s(h)+1,h)-1;

% C w kategoriach indeksdéw elementdéw macierzy, ¢ w kat. realnych

z(1,h) = s(h)-c(h); % w kategoriach realnych (tony)
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cprim(1,h) = Cprim(sprim(h)+1,h)-1; % to samo dla problemu z d = 0,01

zprim(1,h) = sprim(h)-(cprim(h)); % to samo dla problemu z d = 0,01

end

sumc = sum(c); % obliczanie catkowitej konsumpcji

sumcprim = sum(cprim);

figure % wykresy &ciezek dla réznych "4"

subplot(2,1,1);

plot(axX,s,"go",axX,z,"+m" ,axX,c,"xr");
legend(’zaséb’, ’zasiew’, ’konsumpcja’,-1)

ylabel(’Zboze’)

title([’Wykres dla problemu z d = ’,num2str(d),’.

Konsumpcja catkowita = ’,num2str(sumc),’.’]) %title ciagiem, bez "return"
axis ([0 H+1])

grid on

subplot(2,1,2);

plot(axX,sprim,"go",axX,zprim, "+m",,axX,cprim, "xr");
legend(’zaséb’’’,’zasiew’’’, ’konsumpcja’’’,-1)

xlabel(’Czas’)

ylabel(’Zboze’’’)

title([’Wykres dla problemu z d’’ = ’,num2str(dprim),’.Konsumpcja’’
catkowita = ’,num2str(sumcprim),’.’]) %title ciagiem bez "return"
axis ([0 H+1])

grid on

Koniec pliku zi1.m
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Wykonanie programu powinno wygenerowaé nastepujace wykresy:

Wykres dla problemu z d = 0.2. Konsumpcja catkowita = 357.
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2.4 Zadanie 1.2

1.

Funkcja celu ma postaé:

max{Il(Q)},

gdzie @ to pigtnastoelementowy wektor ¢; > 0 wydobycia rudy [w tonach] w czasie

(horyzont czasowy wynosi 15 lat), a II to (addytywna) wielookresowa funkcja zysku:
T
1= Z Btﬂ-(%‘/)?
t=0

przy czym T = 15,7 = 0.1111, a 3 = (1+r)~!. Zaé natychmiastowa funkcja zysku dana

jest standardowo jako réznica miedzy przychodem catkowitym a kosztem catkowitym:

m(qt) = TR(q:) — TC(qy). (4)
przy czym:
2
_ . 4
TR=pq: i TC= Tt s (5)

gdzie s; to pozostaly w okresie t mozliwy do wydobycia zaséb naturalny. Ograniczenie
stanowi funkcja popytu:

q = a — bpy, (6)

gdzie a € {60,61,62,...,70}, za$ b € {35,36,37,...,45}, natomiast p; > 0 to zmienna
w czasie cena rynkowa rozwazanego zasobu, wzgledem ktérej mozna przeksztalcié [6, by

otrzyma¢ funkcje odwréconego popytu:

a_
=1 (7)

Mozna ja podstawi¢ do TR w , a nastepnie oba wyrazenia |5/ do 4} aby dostaé:

Qt(a - Qt) qt2 (8)

7T(Qt) = b - 1 +St'
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Roéwnanie ewolucji zasobu wyglada natomiast nastepujaco:
si+1 = max{0, sy — ¢}, (9)

albowiem s;_1 > s; > 0.

2.

Do réwnania Bellmana:

Vi(se) = H}Z?X{W(Qt) + BVir1(se+1)}

mozna podstawié [8i[9

Plik zi12.m

b
% Rozwigzanie zadania 1.2 z ksigzki Klimy (2005).
% Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA

h

close all
clear all

clc

tic

sstart = 100; % zasdb poczatkowy
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T = 15; % horyzont czasowy problemu

r = 0.1111; % stopa procentowa

beta = (1+r)~-1; % czynnik dyskontujacy

a = (60:70); % proporcjonalne do pojemno§ci rynku

b = (35:45); % wrazliwos¢ popytu/odwrotnosé pojemnosci rynku

trans = zeros(sstart+l,sstart+1); % macierz przejscia
rew = zeros(sstart+1l,sstart+1); 7 macierz wyptat
term = zeros(sstart+1l,1); % wektor wyptat kofcowych

NPV = zeros(size(a,2),size(b,2)); % macierz wycen poczgtkowych

for m = 1:size(a,2) % petla problemu dla coraz pojemniejszego rynku

for 1 = 1:size(b,2) % petla problemu dla coraz wrazliwszego popytu/mniej
pojemnego rynku
for i = l:sstart+l % petla stanu

for j = l:sstart+l 7, petla polityki
if ((1==1)&(m==1)) % obecnos¢ tego warunku gwarantuje w obrebie tych
czterech petli wypeinienie macierzy przejscia tylko raz zamiast 121
razy, co skraca czas wykonania catego programu o okoio 7 sekund

trans(i,j) = max(1l,i-j+1);

end
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if (1 >= j)

rew(i,j) = [(j-D*(am)-j+1)/b(D)]-[(j-1)"2]1/1;

else

rew(i,j) = -inf;

end

end

end

R ———————
% 3. Wykorzystanie funkcji dprecurl.m do rozwigzania problemu polityki

yA optymalnej sprzedazy zasobu w czasie

e

[C, V] = dprecurl(T, beta, rew, trans, term);

NPV(m,1l) = V(sstart+1,1);

end

end
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surf (b,a,NPV)

xlabel ({’parametr ’’b’’’, ’(wrazliwosc popytu/’, ’odwrotnosc pojemnosci rynku)’});
ylabel ({’parametr ’’a’’’, ’(pojemnosc rynku)’});

zlabel (’NPV?)

title([’Wykres wyceny zasobu naturalnego.’;’(Czas wykonania programu to

> ,num2str(toc),’ sekundy)’])

Koniec pliku z12.m

Wykonanie tego zawierajacego w samej tylko gtéwnej funkcji az cztery petle programu

(stad umieszczony licznik czasu wykonania operacji) powinno zwrécié:

Wykres wyceny zasobu naturalnego.
(Czas wykonania programu to 250.163 sekundy)

110

100

90

NPV

80

70

60
34

70
38 66
42
parametr 'b' 44
(wrazliwosc popytu/
odwrotnosc pojemnosci rynku)

parametr 'a’
16 60 (pojemnosc rynku)

W celu skrécenia czasu wykonania[ﬂ tego programu mozna przeprowadzi¢ wektory-

3 Wykres wygenerowano przy uzyciu programu Octave 3.8.2 na 64-bitowym systemie operacyjnym
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zacje, lecz wymaga ona ingerencji w funkcje dprecuril, dlatego ponizej zaprezentowano
zmodyfikowany kod nie tylko gléwnej funkcji, ale takze zwektoryzowang wersje tej za-
gniezdzone;j.

Plik z12vect.m

b
yA Rozwigzanie (z wektoryzacja) zadania 1.2 z ksigzki Klimy (2005).

% Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA
% ________________________

close all
clear all

clc

tic

sstart = 100; % zasdb poczatkowy

T = 15; % horyzont czasowy problemu

r =0.1111; % stopa procentowa

beta = (1+r)~-1; % czynnik dyskontujacy

a = (60:70); % proporcjonalne do pojemnoSci rynku

b = (35:45); % wrazliwos¢ popytu/odwrotnosé pojemnosci rynku
trans = zeros(sstart+l,sstart+1); % macierz przejscia

rew = zeros(sstart+l,sstart+1,size(a,2),size(b,2)); % czterowymiarowa

struktura wyptat

Windows 8.1 i procesorze Intel®Core™™i5-4590 i 8 GB RAM. Natomiast temu samemu programowi w
wersji 3.6.4. na 64-bitowym systemie operacyjnym Windows 7 z procesorem Intel®Core™2 Duo CPU
E7500 2.93GHz i 4 GB RAM zajmuje to okoto 800 sekund.
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term = zeros(sstart+1,1,size(a,2),size(b,2)); % czterowymiarowa
struktura wypiat kofcowych
NPV = zeros(1,1,size(a,2),size(b,2)); % czterowymiarowa

struktura wycen poczatkowych

for m = 1:size(a,2) % petla problemu dla coraz pojemniejszego rynku

for 1 = 1:size(b,2) % petla problemu dla coraz bardziej wrazliwego popytu/mniej
pojemnego rynku
for i = 1:sstart+l % petla stanu

for j = 1l:sstart+l % petla polityki

if (1==1)&(m==1)

trans(i,j) = max(1,i-j+1);

end

if (1 >= j)

rew(i,j,m,1) = [(j-Dx*(a(m)-j+1)/b(1)]1-[(j-1)"2]1/1i;

else

rew(i,j,m,1l) = -inf;
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end

end

end

end

end

% 3. Wykorzystanie funkcji dprecurlvect.m do rozwigzania problemu polityki

% optymalnej sprzedazy zasobu w czasie.

[C, V] = dprecurlvect(T, beta, rew, trans, term); J funkcja rozwigzujaca

problem rekursywny z dyskretna przestrzenig standéw i skoiczonym

horyzontem czasowym

NPV

V(sstart+1,1,:,:);

NPV

surf (b,a,NPV)

xlabel ({’parametr ’’b’’’,

ylabel ({’parametr ’’a’’’,

squeeze (NPV); % usuniecie zbednych (l-elementowych) wymiardw

>’ (wrazliwosc popytu/’, ’odwrotnosc pojemnosci rynku)’});

> (pojemnosc rynku)’});
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zlabel (°NPV’)

title([’Wykres wyceny zasobu naturalnego.’;’(Czas wykonania programu to

>, num2str(toc),’ sekundy)’])

Koniec pliku zi12vect.m

Plik deprecurlvect.m

% Zwektoryzowana wersja funkcji deprecurl.m autorstwa (c) Grzegorza Klimy 2004
function [C, V] = dprecurivect(time, discount, reward, transition, terminal)
[n, m, a, bl = size(reward);
control = zeros(n,time,a,b);
value = zeros(n,time+1,a,b);
value(:,time+1,:,:) = terminal;
policy_values = zeros(m,a,b);
for t = time:-1:1
for i = 1:n

for j = 1:m

policy_values(j,:,:) = squeeze(reward(i,j,:,:)) +

discount*squeeze(value(transition(i,j),t+1,:,:));

end

[value(i,t,:,:), control(i,t,:,:)] = max(policy_values);

end

21



end

C=control;

V=value;

Koniec pliku dprecurivect.m

Program powinien wygenerowa¢ nastepujacy wykres:

Wykres wyceny zasobu naturalnego.
(Czas wykonania programu to 22.223 sekundy)

110

100

90

NPV

80

70

60
34

70
68
36 66

40 .
62 parametr ‘a

parametr 'b' 44 46 60 (pojemnosc rynku)
(wrazliwosc popytu/

odwrotnosc pojemnosci rynku)

Jak wida¢, zabieg wektoryzacji wydatnie - albowiem ponad dziesieciokrotnie - przyspie-

szyl wykonanie instrukcjﬂ

*Jak pokazuja Aruoba i Fernandez-Villaverde (2015) [2], nie jest to jednak regula, np. jesli wektoryza-
cja prowadzi do pominiecia pewnych elementéw kodu, dlatego nie powinno si¢ jej stosowaé bezkrytycznie.
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3 Rozdzial Drugi. Ciqggla przestrzen stanéw. Rownania

Fulera. Nieskonczony horyzont

3.1 Cwiczenie 2.15

Plik c215.m

h

% Rozwigzanie ¢wiczenia 2.15 z ksigzki Klimy (2005).

% Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA

YA

close all
clear all

clc

zasob 101;

trans = zeros(zasob,zasob);

rew = zeros(zasob,zasob);

rmin 0.01;

rmax 0.2;

dr = 0.01;

[}
n

(rmin:dr:rmax) ;

Q.
I

(r+1).7-1;

eks = zeros(l,size(r,2));

wart = zeros(1l,size(r,2));

czas 100;

T

b
h
o
b
h
h
h
h

zasbb poczatkowy

macierz przejscia

macierz wyptat

kres dolny stdép procentowych

kres gérny stdép procentowych

réznica miedzy stopami procentowymi

wektor stép procentowych

wektor czynnikéw dyskontujacych

wektor z okresami eksploatacji (jako elementami)
wartos¢ poczatkowa zasobu

horyzont czasowy
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for i = l:zasob J petla stanu

for j = 1l:zasob % petla polityki

trans(i,j) = max(0,i-j)+1;

if (i >= j)
rew(i,j) = (G-1-(j-1)"2/1;
else

rew(i,j) = -inf;

end

end

end

e

% 3. Petla wykonujaca algorytm kolejnych przyblizein dla problemu rekursywnego
% z nieskoficzonym horyzontem czasowym, a nastepnie symulujgca Sciezke

% stanu i obliczajaca okres, po ktérym zasoby zostajg wyczerpane, a

% takze wartoS¢ ztoza w okresie poczatkowym.
R I ————————
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for k = 1:size(r,2) % petla stdép procentowych

[C, V] = dpsa2(d(k), rew, trans);

z = sim2(zasob, czas, trans, C)-1;

wart(k) = V(zasob); % warto$¢ nieeksploatowanego jeszcze ztoza

for w = l:czas % petla czasu

if (z(w) == 0) % jedli w okresie ’w’ zaséb wyniesie 0, to ztoze

% zostanie wyeksploatowane w okresie ’w-1’

eks(k) = w-1;

break % przerwanie petli ’for’ po ustaleniu okresu wyeksploatowania

end

end

end

% 4. Generowanie wykresu okresu eksploatacji i V(t=0) zloza dla kazdej ze

yA stép procentowych.

plot(r,eks, "*r-;okres wyeksploatowania zasobu;",r,wart,"+m-;wartosé
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poczatkowa ztoza;")

% plot ciagiem bez "return"

xlabel(’Stopa procentowa ’’r’’’)

ylabel(’czas [okresy] / NPV’)

title(’Wykres okresu wyeksploatowania i warto&ci poczagtkowych’)

axis( [r(1)-dr r(20)+dr 0 ceil (max(wart(1),eks(1))/100)*100] )

grid on

Koniec pliku c215.m

Wykonanie programu powinno wygenerowa¢ nastepujacy wykres:

Wykres okresu wyeksploatowania i wartosci poczgtkowych

100 T T T T
okres wyeksploatowania zasobu —+
wartosc poczatkowa ztoza
B0 —
>
[
2 1B -—
~ 60 [ L Y
= L e S
E T— -
iy,
=
. 40 -
i #
; %
20 Tk *
| S
RO LRGeS SEVEVEVAN
0 | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Stopa procentowa 'r'

Komentarz intuicyjnie wyjasniajacy uzyskany wynik:

Im wyzsza stopa procentowa (preferencja czasowa), tym kompletne wydoby-

cie zasobu nastepuje wczeéniej, bo aktor jest bardziej niecierpliwy w swym

dziataniu i w kazdym okresie wydobywania, wydobywa wiecej, niezrazony
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nawet tym, ze koszt krancowy owego wydobywania jest rosnacy (nie kom-

pensuje catkowicie wplywu efektu wyzszej preferencji czasowej).

Gdyby zmodyfikowano kod napisanego przez Klime programu dpsa2, wykorzystu-
jac przy tym wlasciwo$¢ monotonicznosci funkeji polityki i warunek obwiedni, to (tak jak
w kodzie Aruoby i Ferndndeza-Villaverde (2015) [2]) zmniejszono by ilo$¢ wykonanych
iteracji w algorytmie kolejnych przyblizen. Co wiecej, w tym samym celu mozna obraé
rozsadniejsza warto$é¢ elementéw wektora pierwotnej funkeji wartosci, nie we wszystkich
iteracjach aktualizowaé sterowanie (jest to poprawka Howarda) czy w koncu wykorzy-
stywaé¢ interpolacje do znajdowania dokltadniejszych wartosci funkcji wartosci niz tych
wyniklych z przeszukiwania wylacznie pierwotnej kraty sterowan (zob. np. Heer i Mau-

Bner (2009) [3], sekcja 4.1).

3.2 Zadanie 2.3

Wykorzystany w ponizszym kodzie wzér na kapital w stanie ustalonym mozna
uzyskaé rozwigzujac Cwiczenie 2.14.

Plik 223.m

% ________________________
yA Rozwigzanie zadania 2.3 z ksigzki Klimy (2005).

% Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA
b

close all
clear all

clc

alpha = 1/3; % elastyczno§¢ w funkcji produkcji
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beta = 0.9;

kstar = (alphaxbeta)”[(1-alpha)~-1];
kmin = 0.1xkstar;

kmax = 1.3%kstar;

dk = 0.1xkstar;

k = (kmin:dk:kmax) ;
t = 10;

kss = zeros(1,t);
ks = zeros(1,t);

kt = zeros(1,t);
startK = 1;

stopT = 0;

for i = 1:size(k,2) % petla stanu
for j =

trans(i,j) = j;

if (k(i)~alpha >= k(j))

1:size(k,2) % petla polityki

28

typu Cobba-Douglasa

czynnik dyskontujacy

kapitat (zm.stanu) w stanie ustalonym
wartoS8¢ minimalna w wektorze kapitatu
wartos¢ maksymalna w wektorze kapitau
réznica miedzy kolejnymi mozliwymi
realizacjami wartoSci zmiennej stanu
wektor mozliwych realizacji wartosci
zmiennej stanu

horyzont czasowy symulacji

wektor wartoSci kapitatu w stanie ustalonym
symulowana Sciezka ewolucji kapitatu
teoretyczna Sciezka ewolucji kapitatu
numer indeksu wektora k jako

wartos¢ startowa symulacji

okres, po ktérym nastepuje zbieznosé

rozwigzania symulowanego do stanu ustalonego;

jesli nie nastepuje, to stopT = 0



rew(i,j) = log(k(i) alpha-k(j));

else

rew(i,j) = -inf;

end

end

end

% 3. Rozwigzania problemu polityki optymalnej akumulacji kapitatu

yA i symulacji Sciezki ewolucji tego zasobu w czasie.

[C, V] = dpsa2(beta, rew, trans);

ks = sim2(startK, t-1, trans, C);

kt(1)=k(startK); 7 ustalenie wartoSci startowej kapitatu teoretycznego

for 1 = 2:t ¥ petla Sciezki kapitalu teoretycznego

kt(1l)=alphax*betaxkt(1l-1) alpha;

end
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if (abs(kstar-k(ks(1,t))) < 0.0001) % sprawdzenie czy rbéznice miedzy wartoSciami
% rozwigzania symulowanego po t okresach i
% stanu ustalonego da sie zaokraglié¢ do zera

roznica = 0;

for 1 = 1:t % sprawdzenie po ilu okresach rozwigzanie symulowane zbiega

% do stanu ustalonego

if ((abs(kstar-k(ks(1))) < 0.0001)) 7% warunek zbieznosci kapitatu do

% warto§ci stanu ustalonego

stopT = 1;

break % przerwanie petli for po ustaleniu okresu zbieznosci rozwigzania

end

end

else

roznica = kstar-k(ks(1,t));

end

% 4. WySwietlenie pordwnania rozwigzania symulacyjnego z wynikiem
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% teoretycznym i informacji o zbieznoSci rozwigzania.

fprintf(’\n’)

textl = [’Rozwiazanie symulowane po ’,num2str(t),’. okresach dla kapitalu to
> ,num2str(k(ks(1,t))),’, a stan ustalony to ’,num2str(kstar),’. Tak wiec
roznica miedzy rozwiazaniami (kss - sym) wynosi ’,num2str(roznica),’.’];

% textl ciagiem, bez "return". Tekst prezentujacy wyniki k symulowanego w

% ostatnim okresie i wartos¢ stanu ustalonego oraz réznice miedzy nimi.

disp(textl);

fprintf(’\n’)

if (stopT == 1) ¥ warto&¢ startowa kapitatu jest rdwna tej dla stanu ustalonego

textl = [’Wybierz inny kapital startowy niz ten ze stanu ustalonego, czyli

nie #’,num2str(startK),’. element wektora kapitatu!’];

% textl ciagiem, bez "return".

disp(textl);

else

axX = 1:t;

kss(1:t) = kstar;

plot(axX,k(ks(1:t)),"m-;kapitat symulowany;",axX,kt,";kapitat teoretyczny;",

axX,kss,"c;wartos¢ kapitatu w stanie ustalonym ;"); % plot ciagiem, bez

% "return".
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xlabel(’Czas [okresy]’)

ylabel(’Kapitat’)

title(’Wykres zbiegania w czasie kapitatu do warto§ci stanu ustalonego’)
axis([1 t 0 ceil(1l.2*kstarx50)/50]1]1)

grid on

if (stopT == 0)
warning(’Twoj symulowany kapital nie zbiega do stanu ustalonego!
Zmien wartosc startowa albo zwieksz horyzont symulacji.’);
% warning ciggiem, bez "return".

else

text2 = [’Rozwiazanie symulowane zbiega do stanu ustalonego po
>, num2str(stopT),’. okresach symulacji.’];
% text2 ciagiem, bez "return". Tekst wySwietlajacy ilos¢ okresodw,
% po ktorych kapitat symulowany zbiega do stanu ustalonego.
disp(text2);

end

end

fprintf(’\n’)

Koniec pliku 223.m

Wykonanie programu powinno wyswietli¢ nastepujace komunikaty:

Rozwiazanie symulowane zbiega do stanu ustalonego po 5. okresach symulacji.
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Rozwiazanie symulowane po 10. okresach dla kapitalu to 0.016432, a stan ustalony

to 0.016432. Tak wiec roznica miedzy rozwiazaniami (kss - sym) wynosi O.
Zwrocony winien zosta¢ réwniez ponizszy wykres:

Wykres zbiegania w czasie kapitatu do wartosd stanu ustalonego

0.2 I | | | ] | |
kapitat symulowany
kapitat teoretyczny
wartosc kapitatu w stanie ustalonym
Dls — //".-..’ —
o
e
/_/
/.-f
a 0.1 : n
m f
0.05 ~ | |
0 | l | | l | | l
1 2 3 4 3 v] 7 8 9 10
Czas [okresy]
Sciezka teoretyczna, jak mozna bylo oczekiwaé, jest nieco bardziej gltadka niz ta zdy-

skretyzowana (symulowana na kracie).
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4 Rozdzial Szoésty. Metoda kolokacji

4.1 Cwiczenie 6.1

Plik c61.m

b

% Rozwigzanie ¢wiczenia 6.1 z ksigzki Klimy (2005).

% Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA

b

close all

clear all

clc

Y
% 1. Obliczanie wartosci wielomianu i reszt dla dwdéch alternatywnych

% zestawdw startowych wektordéw szeregu Czebyszewa
R ———————

a=newton (’residasin’, [-2 0 0 0 0 0 0 0 0 0]%);
x=(-1:.05:1)’;

y=chebval (a, x);

R=eqgasin(x,y);

b=newton (’residasin’, [0 10 0 0 0 0 0 0 0 0]?);

z=chebval (b, x);

re=eqasin(x,z) ;
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subplot(2,2,1);

plot(x,y);

legend(’f aproksymowana’,0)
xlabel(’x’)

ylabel(’y?)
title([’Wielomian’])

grid on

subplot(2,2,3);
plot(x,R);
legend(’R’,0)
xlabel(’x’)
ylabel(’y’)
title([’Reszta’])

grid on

subplot(2,2,2);

plot(x,z);

legend(’f aproksymowana’,0)
xlabel(’x’)

ylabel(’y’)
title([’Wielomian’])

grid on

subplot(2,2,4);
plot(x,re);
legend(’R’,0)
xlabel(’x’)
ylabel(’y’)
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title([’Reszta’])

grid on

Koniec pliku c61.m

Wykonanie programu powinno wygenerowa¢ nastepujace wykresy:

Wielomian
2 T
f aproksymowana
0~ SN —
-2 ;\\\ AN f’ \ —
o \ y,
> . A
-4 - I"'. -
"lI .;/--H\ f
\ "
-6 - , ]
o
-8 | | |
-1 -0.5 0 0.5 1
X
Reszta
1 T T |
R— Fa
0.5 [ fA A -
."';\\'. / I|I [ —
0 I / ,-"I |II "lr\'l II| III ._\I N
. \\_/" I'. / I". I| T \/
0.5 I (RN S R S .
| [ | |
\.__\ / |I | |II f
1= ! _
1 ] |
15 | | |
-1 -0.5 0 0.5 1
X

4.2 Cwiczenie 6.2

function y=invdem(q, p)

y=q-p. (-0.5)-3*p.~(-0.3333);
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Wielomian

100 —

a0

T —
f aproksymowaria

I} 1!
f \

X
Reszta

Plik %nwvdem.m

-0.5

Plik restddem.m

Koniec pliku invdem.m




function ret=residdem(v)
ret=invdem(chebnod(10,1,4), chebphi(10)*v);

% o wyborze przedziatu aproksymacji napisano ponizej

Koniec pliku residdem.m

Plik c62.m

% ________________________

% Rozwigzanie ¢éwiczenia 6.2 z ksigzki Klimy (2005).

% Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA
b

close all
clear all

clc

% 1. Obliczanie wartoSci wielomianu i reszt dla odwrdconej funkcji popytu

a=newton (’residdem’, [1 0 0 0 0 0 0 0 0 0]?);

x=(1:.05:4)7;

% przedziat dla nieujemnych argumentdéw i nie rosngcych ad infinitum wartosci
% funkcji; w szczegblnoSci ze wzgledu na ewentualng maksymalizacje

% zysku przez monopoliste, najbardziej interesujacy powinien byé przedziat o
% relatywnie nieelastycznym popycie, ale taki, w ktoérym elastyczno&¢ cenowa

% popytu jest mniejsza od -1, by cena mogla by¢ dodatnia.

y=chebval (a, x, 1, 4);

R=invdem(x,y);
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subplot(2,1,1);

plot(x,y);

legend(’p(q) aproksymowana’,0)
xlabel(’q’)

ylabel(’p’)
title([’Wielomian’])

grid on

subplot(2,1,2);
plot(x,R);
legend(’R’,0)
xlabel(’q’)
title([’Reszta’])
grid on

axis([1 4 -.01 .01])

Koniec pliku c62.m

Wykonanie programu powinno zwroci¢ nastepujace wykresy:
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4.3 Zadanie 6.1
1.

W modelu Ramseya z czasem w wersji dyskretnej i z endogeniczng podaza pracy, po

wykorzystaniu danej tozsamosci rachunkowej mozna uzyskaé rownanie ruchu w formie
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funkcji wylacznie jednej zmiennej stanu (k;) i dwdch sterowan (cq(k¢) i li(ky)):

kivr = (1 —=0)ke +i¢ [ie = f(ke, 1) — ¢4

(10)
= (1= 0)ks + f(ke, lt) — .
Roéwnanie Bellmana wyglada wiec nastepujaco:
V(/{?t) = ma;x{u(ct, lt) + 5‘/[(1 — 5)]% + f(kt, lt) — Ct]}, (11)
Ct,lt

ki1

za$ funkcje polityki (optymalne sterowania) to:

[C(kt)] = argmax{u(ct, lt) + BV[(1 — 6)kt + f(ke, lt) — ]}
1(ky) cule

2.
Po obustronnym zrézniczkowaniu [11) po k; (na mocy twierdzenia o obwiedni) do-
stajemy:

V/(ke) = BV (keg1)[(1 = 0) + fr (ke 1)), (12)

Nastepnie z warunkéw pierwszego rzedu dla prawej strony [11f mamy:

uy(ce, l) = BV (ke1) = V' (key1) = B un (e, 1) (13)

ug(ct, ) + BV (kes1) fo(ke, 1) = 0. (14)

Przesuwajac indeks czasowy o jeden do przodu dla [12| otrzymujemy wyrazenie

V' (kty1) = BV (kep2)[(1 = 0) + fr(keyr, ler)],

do ktérego podstawiamy druga forme [I3]i ponownie ja, ale z przesunigtym o jeden okres
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do przodu indeksem czasu, by uzyskaé:

B ui (e, 1) = BB Mun (e, les1)[(1 = 6) + fr(kgr, Liga)]- (15)

Upraszajac i porzz@dkuj@c otrzymujemy warunek optymalizacji miedzyokresowej (réw-

nanie Eulera):

Bui(cir1, lir1)[(1—6) + fi(keg, l1)] — wa(es, 1) = 0. (16)

Z kolei do[14] réwniez podstawiamy druga forme [I3] by, po uproszczeniu, dostaé¢ warunek

optymalizacji wewnatrzokresowej:

UQ(Ct,lt) +u1(ct,lt)f2(k:t,lt) =0. (17)

Uktad réwnan [16]1 [17] jest domkniety®| przez réwnanie ruchu [10}
Podstawiajac postacie funkcyjne pochodnych funkcji uzytecznosci i produkcji do

[17i rozwiazujac wzgledem konsumpcji, mamy:

a=a-1 (%) (18)

gdzie A = T(II:TO‘). Dokonujac odpowiednich podstawien postaci funkcyjnych w i
dodatkowo wymieniajac ¢; na prawa strone a nastepnie upraszajac, uzyskujemy

ostatecznie réwnanie Eulera z tylko jednym sterowaniem (podaza pracy):

ke \ P 8 ke \ @7V AN s
BlA|l— (1=li) " [(A=6) +a|— — A+ (1-1,)""=0,
lt+1 li+1 ly
(19)
przy czym B = —01 + 7 — 1. Zabiegu tego samego rodzaju mozna dokonaé takze na

SWarunek transwersalnogci:

lim BV’ (ki)ki = 0,

t—o0
(ktéry, wykorzystujac mozna przedstawié¢ jako lim:—oo 878 ui(ci—1,lt—1)k: = 0, co poddane
skroceniu oraz podstawieniu postaci funkcyjnej pochodnej funkeji uzytecznosdci wyglada nastepujaco:
lim; 00 8471 (c{,l(l — lt71)177>79(1 — 1) 7T 7e] " ke = 0) jest speiony dla przyjetej parametryza-
¢ji, dopuszczalnych wartosci podazy pracy i skoniczonej wartoéci kapitalu w stanie ustalonym (ktéra
implikuje takze skoriczona konsumpcje).
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réwnaniu ruchu [0k

k, «
Foon = (1— 8)ky + k0T — A(L — 1) <ztt) . (20)

Wyrazenie [19| w postaci rownania funkcyjnego wyglada nastepujaco:

ay B (a—1)

(1= 1(g ke, 1(0)) )] a6 +a

gdzie kiy1 zostalo wyeliminowane przez podstawienie uproszczonego réwnania ruchu

rowniez przepisanego w formie réwnania funkcyjnego:
ajl—« ky “
g(]{?t, l(kt)> = (1 — 5)]€t + kt lt — .A(l — lt) E . (22)

Przydatne w nastepnym podpunkcie staja sie warto$ci stanu ustalonego, ktére

mozna (dla wielkosci kapitalu i podazy pracy) uzyskaé rozwiazujac zlozony z dosto-

sowanych réwnan |21|i ukladﬂ

DAY= a0 ()] - W) <o

k= g(k*,1).

Majac jego rozwiazanie, konsumpcje w stanie ustalonym mozna obliczy¢ korzystajac np.

7 réwnania 18]

3. & 4.
W rozwiazaniu pominieto odpowiednik funkcji utilramsey, poniewaz ze wzgledu
na to, ze w réwnaniu Eulera, eliminujac konsumpcje, doszto do tak znaczacych jego

modyfikacji, wartosci funkcji uzytecznosci i jej pochodnych staly sie zbedne.

S Aby utatwié rozwigzywanie tego uktadu réwnan analitycznie, pierwsze z nich mozna skrécié (dalej
uproszczajac), za$ drugie rozpisaé, lecz wéwczas postaé ta nie bedzie odpowiadala tej uzytej do rozwia-
zania numerycznego z kodu w kolejnym podpunkcie.
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Plik prodframseyel.m

function [alpha, f, f1, f2]=prodframseyel(k,1)

alpha=1/3;

f=k. alpha.*(1.”(1-alpha));
fi=alpha*(k./1) .~ (alpha-1);
f2=(1-alpha)*(k./1) . alpha;

Koniec pliku prodframseyel.m

Plik transramseyel.m

function [g, gl, elem, A, deltal=transramseyel(k,1l)

delta=.05;
tau=.35;

theta=2;

lalpha, f, f1, ~]=prodframseyel(k,l);

A=(tau/(1-tau))*(1-alpha);

elem=((Ax(k./1) . alpha).” (-theta*tau+tau-1)) .*(1-1) .~ (-theta);
g=(1-delta)*k+f-Ax(1-1) .*(k./1) . alpha;

gl=(1-delta)+f1;

Koniec pliku transramseyel.m

Plik eqeulerramseyel.m

function y=eqeulerramseyel(kl, 11, k2, 12)

discount=1/1.04;

[~, ~, eleml]=transramseyel(kl, 11);
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[~, gprim2, elem2]=transramseyel(k2, 12);

y=discount*elem?2.*gprim2-eleml;

Koniec pliku eqeulerramseyel.m

Plik ramseyelstst.m

function y=ramseyelstst(x)

y=zeros(2,1);

y(1)=eqeulerramseyel (x(1), x(2), x(1), x(2));
y(2)=transramseyel (x(1), x(2))-x(1);

Koniec pliku ramseyelstst.m

Plik ezrelss.m

function [kss, lss, css]=exrelss

ss=zeros(2,1);

[ss]=newton (’ramseyelstst’, [1 0.5]°); % 1 zawiera sie w przedziale [0,1]
kss=ss(1);

1ss=ss(2);

[~, ~, ~, Al=transramseyel(kss,lss);

css=A*(1-1ss)*(kss/1ss) “prodframseyel (kss,1lss); % (pierwszy) wynik ostatniej

funkcji to alfa

Koniec pliku ezrelss.m

Plik resideulerramseyel.m

function ret=resideulerramseyel(v)
kss=exrelss;

kmin=ceil (kss)/2;

kmax=ceil (kss);
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kl=chebnod (10, kmin, kmax);
11=chebphi (10) *v;
k2=transramseyel(kl, 11);
12=chebval (v, k2, kmin, kmax);

ret=eqeulerramseyel (kl, 11, k2, 12);

Koniec pliku restideulerramseyel.m

Plik exzrelcol.m

YA
% Rozwigzanie zadania 6.1.(3%4) z ksigzki Klimy (2005).
yA Autor: Piotr Pienigzek, CC BY-NC-SA

yA

close all

clear all

clc

% 1. Obliczanie wartosci wspdlczynnikéw wielomianu aproksymujgcego funkcje

% polityki dla podazy pracy. Przy wyborze wartosci startowych nalezy mieé na
% uwadze wartosci stanu ustalonego. W startowym przyblizeniu dla k=2.25 "1"
% bedzie réwne 0.25, a wspdtczynnik kierunkowy ujemny, bo wtedy funkcja

% polityki dla konsumpcji jest - zgodnie z intuicjg ekonomiczng i przyktadem
% Klimy - rosnaca. Odpowiada to przypadkowi, w ktérym efekt dochodowy

% dominuje nad efektem substytucyjnym, gdy czynniki produkcji sg

% komplementarne (df2/dk>0). Dla jakosciowo réznych (od tych ponizej

Y.
% stanu ustalonego kapitaitu poza przedziat [0,1] i powodujagce, Ze wartosci
.

% modelu nie zbiegaja wdéwczas do swego stanu ustalonego. Natomiast dla nawet

przyjetych) warto§ci startowych otrzymywane sa funkcje wychodzace w poblizu

S

bezwzgledne reszt w rdéwnaniu Eulera sj zdecydowanie wyzsze, a zmienne

S

% nieco innych ilo&ciowo (od tych przyjetych ponizej) wartodci startowych,
% reszty w weztach kolokacji sie niepokojgco nie zerujg (czy wynika to z

% braku precyzji maszynowej?).
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a=newton (’resideulerramseyel’, [0.25 -0.1 0 0 0 0 0 0 0 0]’);

kss=exrelss;

kmin=ceil (kss)/2;

kmax=ceil (kss);

step=0.01;
k=(kmin:step:kmax)’;
l=chebval (a, k, kmin, kmax);
subplot(5,2,1);

plot(k,1);

xlabel(’k’)

ylabel(’1’)
title([’Aproksymowana wielomianem funkcja polityki 1(k)’])
axis(’tight’)

grid on

z=transramseyel (k,1);

R=eqeulerramseyel (k, 1, z, chebval (a, z, kmin, kmax));
subplot(5,2,2);

plot(k,R);

xlabel(’k’)

title([’Reszta réwnania Eulera’])

axis(’tight’)

grid on
alpha=prodframseyel (k,1);

[~, ~, ~, Al=transramseyel(k,1);
c=A*(1-1) .*(k./1) . alpha;
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subplot(5,2,3);

plot(k,c);

xlabel(’k’)

ylabel(’c’)

title([’Aproksymowana wielomianem funkcja polityki c(k)’])
axis(’tight’)

grid on

T=100;
t=1:1:T;

K=zeros(T,1);

L=zeros(T,1);

K(1)=kmin;

L(1)=chebval (a, K(1), kmin, kmax);

for i=(2:T)

K(i)=transramseyel (K(i-1), L(i-1));
L(i)=chebval (a, K(i), kmin, kmax);

end

subplot (5,2,4);

plot(t,K);
legend (°K’,1)
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xlabel(’czas [okresy]’)
ylabel(’k’)
title([’Ewolucja zasobu kapitaiu’])

grid on

subplot(4,2,5);

plot(t,L);

legend(°L’,1)

xlabel(’czas [okresy]’)
ylabel(’1’)

title([’Ewolucja naktadu pracy’])

grid on

C=Ax(1-L).*(K./L) . alpha;
subplot(5,2,6);

plot(t,C);

legend(°C’,1)

xlabel(’czas [okresy]’)
ylabel(’c’)

title([’Ewolucja konsumpcji’])

grid on

[~, Yl=prodframseyel (X,L);
subplot(5,2,7);

plot(t,Y);

legend(’Y’,1)

xlabel(’czas [okresy]’)
ylabel(’y’)

title([’Ewolucja produkcji’])

grid on



I=Y-C;

subplot(5,2,8);

plot(t,I);

legend(’I’,1)

xlabel(’czas [okresy]’)

ylabel(’i’)

title([’Ewolucja naktadéw inwestycyjnych’])

grid on

[~, ~, ~, ~, dl=transramseyel (K,L);
D=ones (T, 1) *d;
r=alpha*(X." (alpha-1)) .*L.~ (1-alpha)-D;
subplot(5,2,9);

plot(t,r);

xlabel(’czas [okresy]’)

ylabel(’r’)

title([’Ewolucja stopy procentowej (netto)’])

grid on

w=(1-alpha)*(K./L)." (alpha);
subplot(5,2,10);

plot(t,w);

xlabel(’czas [okresyl’)
ylabel(Pw’)
title([’Ewolucja ptacy’])

grid on

Koniec pliku ezrelcol.m

Wykonanie programu powinno wygenerowaé nastepujace Wykresyﬂ

"Dla alternatywnej parametryzacji (np. o = 0,5) czy nizszych wartoéci kapitalu startowego (np.
kmin=ceil (kss)/4) mozna uzyskaé wybrzuszong krzywa ewolucji inwestycji (tzw. hump-shaped).
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